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Wyktad 4

Twierdzenie o jednoznaczno$ci miary
(X i m-uktady, miara Lebesgue'a)
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Def. Rodzine zbioréw £ C 2X nazywamy A-uktadem na X jesli

@ Xel (zawiera cata przestrzen)

@ AcL —= A =X\AeL (zamknigta na dopetnienia)
{An}2,CL e zamknieta na rozfaczne

© parami rozl{qczne nlzll A” €L ( sumy ciggéw )

Uwl. Kazda o-algebra jest A-uktadem, ale nie na odwrét
(istnienie A-ukfadu nie bedacego o-algebra trudne — temat na prace dyplomowa)

Uw2. \-uktad zawsze zawiera () i jest zamkniety na skonczone
sumy roztaczne: AL B € L, ANB=0= AUBc L

Siad ke s [
o-algebra = A-uktad + m-uktad
Lem. \-uktad L jest o-algebrg <= L jest m-ukfadem, tzn. jest
zamkniety na skonczone przekroje: A, B € L —= ANBeL ’
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Dowéd: ,,<" jasne bo kazda o-algebra jest A i m-uktadem.
~— Niech L bedzie A i m-uktadem. Wtedy L jest zamknieta na
réznice, bo A\ B = AN B’. Niech {A,}5°, C L. Ktadac

By :=A;, i B, :=A,\ B,_1 dla n > 1,dostajemy parami roztaczne
{Bn}tnen € Loraz Uyl Ay =100, B, € £ na mocy (L3). B

Def. M\-uktadem generowanym przez rodzine G C 2% m
nazywamy najmniejszy A-uktad A\(G) na X zawierajacy G ( o

istnienie)

Uw. Z definicji wynika, ze A(G) C 0(G), a réwnos¢ A(G) = o(G)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy A(G) jest o-algebra. N

Tw. (Lemat o A i m-uktadach) Sierpinski 1928, Dynkin 1959

S

Jesli rodzina G C 2% jest zamknieta na przekroje, to
A(G) = a(9).

Réwnowaznie, A-uktad generowany przez m-uktad jest m-uktadem.

Dowdd: Na mocy Uw oraz Lem wystarczy pokazaé, ze A\(G) jest
m-uktadem! W tym celu uzyjemy nastepujacy Fakt 3/0



Fakt. Jesli £ jest A-uktadem na X oraz A€ L, to
La:={BC X:ANB e L} tez jest A\-uktadem na X. d5[3 l
Krok 1. Niech A€ G oraz A(G)a ={B C X : AN B e \(G)}.
G jest m-uktadem = Vg AN B € G C A(G)
= Vgeg BE€NG)a <= G C \NG)a
LK NG) S AG)a = Vaerg) AN B € A(G).

Zatem pokazalismy, ze VacgVperg) AN B € A(G).
Krok 2. Niech B € A(G) oraz A(G)g ={AC X : ANB € \(G)}.
Krok 1 = Vacg ANB € \(G) <= VYacg A€ A(G)B

G CA9)s <=5 NG) S \G)s

<= Vaerg) AN B € A(G).
Zatem Vpeng)Vacag) AN B € A(G), czyli A(G) jest m-uktadem. B
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Twierdzenie Dynkina (o jednoznaczno$ci miary)

Niech F = o(G) bedzie o-algebra generowana przez G C 2% oraz
@ G jest zamknieta na przekroje,

Q@ X, / X dla pewnego {X,}>2, CG.

Dla dowolnych miar i v na (X, F), ktére pokrywaja sie na G i
przyjmuja skoficzone wartosci na zbiorach X, z (2) mamy p = v.

Dowdéd: Dla kazdego n € N rodzina
L, ={AcF:pu(AnX,) =v(ANX,)}
jest A-ukfadem. Rzeczywiscie,
(A1) u(X N X,) = u(Xn) 28 u(X,) = (X N X,) = X € L.
(A2) Dla A€ L, mamy u(AN X,) =v(ANX,) < oo i stad
(A NX,) = u(Xs \ A) o 1(Xn) — (AN X,) = v(X,) —v(ANX,)
B (X, \ A) = V(A N X,).
Zatem A’ € L,. 5/0




(A3) Dla parami roztacznych {A,}55_; C L, mamy
WL An X)) 2255 (An N X,) 2255 S (A, N X,)
m=1 m=1 m=1

o-add

V(L] An 0 X,).
m=1

Czyli ﬁ A, € L,. Zatem L, jest \-uktadem.
m=1

Zauwazmy teraz, ze dla kazdego n € N mamy

plg =vlg = G C L, 222 \(g) C ..

Na mocy zatozenia (1) oraz Lemat o \ i m-ukfadach mamy
ANG)=0(G)=F.
Zatem dla kazdego A € F i n€ N mamy (AN X,) =v(ANX,).
Stad, ze AN X, / Ai z ciagtosci miary dostajemy
w(A) = lim (AN X,) = im v(An X,) = v(A). |
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Def. Miara 1 na (X, F) jest o-skonczona jesli istnieja parami
roztaczne {Y,}5°; C F takie, ze |32, Y, = X oraz u(Y,) < o0

Uw. p jest o-skoficzona <= istnieje cigg {X,}52; C F
taki, ze X, / X oraz u(X,) < oo, n € N, o

Wn1. Miara Lebesgue'a jest jednoznacznie wyznaczona przez

a;j<b;

Vameo  A7([o1,b1) x [a2, b2) x -+ [an, b)) = [T 1bi= 31
i=1

Dowdéd: Rodzina

PW = {[31, bl) X [32, bz) X+ X [a,,, bn) > aj, b,' € @}
jest zamknieta na przekroje i ktadac X, = [-m, m)" € P,, mamy
Xm /" R" oraz \"(X;,) = (2m)" < 00. Skoro B(R") = o(Py), to
dla dowolnej miary 1 na B(R") mamy

/’L’PW :)\n‘pw :>/'L:)\n .
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Wn2. Miara Lebesgue’a jest niezmiennicza ze wzgledu na
przesuniecia, tzn. Vpepmn) Vxern A" (x + B) = \"(B). ’

Dowdd: Niech x € R". Dla B € B(R") przesuniety zbiér
X+ B:={x+y:ye B} e B(R" jest borelowski. Wzér &5 [3
n(B):=\"(x+B),  BeBR",

definiuje miare na B(R"). Dla P = [a1, by) X - -+ X [an, by) € P,
p(P) = A"(x+ P)

= A"([x1 + a1, x1 + b1) X -+ X [Xp + an, Xo + by))

= IIiLy |(6 + bi) — (xi + aj))|

— 112, |bi — ai Czy tu?

= A"(P). J
Zatem v = \" na mocy Wnl. &

Czy tam?

"Prostopadtoscian jest ten sam"
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Wn3. Kazda miara p na B(R") niezmiennicza na przesuniecia z
¢ = u([0,1)") < oo, jest krotnoscig miary Lebesgue'a: = c- A"

Dowdd: Niech P = [a1, by) X - -+ X [an, b,) € P,,. Niech M bedzie
wsp6lnym mianownikiem dla wszystkich utamkéw a;, b; € Q. Wtedy

K n
P= ] (x(k) + [0, %) ) dla pewnych K € N oraz x(¥) € R".
k=1

Z niezmienniczosci na przesuniecia i addytywnosci y oraz \"
n(P)=Ku([0,4)") oraz A"(P) =K ([0,4)") = K.
Podobnie ¢ := u([0,1)") = M"u ([O, %)n> Stad

mP) K
c Mn
Czyli u(P) = c- A"(P) dla P € P,,. Zatem pu = c- A" na B(R")
na mocy Wnl. B

A"(P).
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